Tema 1. Relaciones de Orden. Algebras de Boole

1.1. Conjuntos

— Definiciones: Conjunto, Cardinal, Conjunto vacio, Subconjunto, Igualdad
de Conjuntos, Partes de un conjunto

— Operaciones con conjuntos: Uniodn, Interseccion , Propiedades de las
Operaciones, Complementario de un conjunto, Producto cartesiano de
conjuntos y propiedades

1.2. Relaciones Binarias

— Definiciones: Relacion binaria, elementos relacionados, relacion en un
conjunto

— Operaciones con relaciones: unidn, interseccién, complementario, relacion
inversa, composicidon de relaciones, propiedades.

1.3. Aplicaciones

— Definiciones: aplicacion, dominio, imagen, imagen reciproca

— Tipos de aplicaciones: aplicacién inyectiva, sobreyectiva, biyectiva.

1.4. Relaciones en un conjunto

— Propiedades: Reflexiva, irreflexiva, simétrica, antisimétrica, fransitiva,
circular

— Caracterizaciones

1.5. Relaciones de equivalencia



— Definicidn : Relacién de equivalencia, clase de equivalencia de un
elemento, particion o conjunto cociente

— Teorema :SiR es una relacién de equivalencia en A, entonces
A/R = {[a]; a € A} esuna particién de A

— Teorema: Sea {4,, A,,...,4;, ... } una particion de A, entonces la relacién R
definidoen Apor aRb < 3i €ltalque a,b € 4;, esunarelacion de
equivalenciaen A

1.6. Relaciones de orden

— Definiciones: Relacién de orden, conjunto ordenado
— Eemplos: (N,<), (N,/), (Dn/) , ((5),S)

— Definiciones: Elementos comparables, conjunto totalmente ordenado.
Ejemplos

— Diagramas de Hasse

— Ordenes en el conjunto producto. Orden Producto. Orden Lexicogrdafico.

1.7. Elementos caracteristicos en conjuntos ordenados

— Definiciones: Maximal, minimal, m&ximo, minimo, cota superior e inferior,
supremo, minimo

— Existencia y unicidad

— Ordenaciéon topoldgica

1.8. Reticulos

— Definiciones: Reticulo (definicidn a partir de la relacion de orden).
Ejemplos

— Propiedades
— Definicion de reticulo a partir de dos operaciones

— Proposiciéon: Las dos definiciones anteriores son equivalentes, tomando



aVb=sup{a,b} Yy aAb=inf{ab}.
Ademds, a<b © avb=b & aAb=a

— Subreticulos. Eiemplos.
— Homomorfismo de reticulos.
— Propiedades de los reticulos: reticulo acotado, reticulo distributivo

— Ejemplos: (D,,,/) es distributivo para fodo n € N. Los siguientes reticulos no
son distributivos, ya que aA(bVvc)#(@aAb)V (aAc)
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— Teorema: Un reticulo es no distributivo si y solo si tiene un subreticulo
isomorfo a uno de los dos reticulos anteriores.

— Definiciones: Reticulo acotado, reficulo complementario.

— Ejemplos: Los reticulos (g(S), <) y B™ ={0,1}" son complementarios y
distributivos.
(D49, /) es acotado y distributivo, pero no es complementario
(D30, /) es acotado, distributivo y complementario.
Los reticulos no distributivos del dibujo anterior son complementarios,
pero, por ejemplo, el complementario del elemento ¢ no es Unico.

— Teorema: En un reticulo acotado y distributivo, el complementario, si existe,

es unico.

1.8. Algebras de Boole

— Definicion: Un dlgebra de Boole es un reticulo acotado, complementario y
distributivo.

— Definiciéon: Un dlgebra de Boole es un conjunto A donde se han definido
dos operaciones binarias:



Suma Vv: A xXA—>A Producto: A: A xXA—> A,

verificando las propiedades idempotente, conmutativa, asociativa, absorcion,
elemento neutro, complementario y distributivas.

— Ejemplos: - ((S), U, n) es un dlgebra de Boole.

- El conjunto de Boole {0,1} con las operaciones definidas por la
tabla siguiente es un dlgebra de Boole.

X
0
0
1
1

—|O|— O
—|=—=|Oo|<
— OO0 |0O|>

- B" ={0,1}" = {(x1, x5, ...x) ; x; € B} esuna dlgebra de Boole
con las siguientes operaciones

(x1,%2, X)) V V1, Y20 V) = (X1 VY1, 00, X0 V Vi)

(x1,%2, X)) A V1, Y20 V) = (X1 AY1, e, X A V)

- (D, /) esun dlgebrade Boolesiysolosin=p; py- - pr .
con p; numeros primos distintos dos a dos y distintos de 1.

— Teorema: Si (4, v, A) es un dlgebra de Boole, entonces se verifican las
siguientes propiedades:
- Absorcidbn del neutro: 1vx=1, 0Ax=0
- Involutiva: (x")' = x (el complementario de cada elemento
es Unico)
- Leyesde De Morgan: (xVvy) =x"Ay' xAy) =x"vy'

— Teorema: Si (4, v, A) es un dlgebra de Boole, entonces (4, <) esun
conjunto ordenado. La relacidon entre las operaciones y el orden es:
a<b = avb=bh & aANb=a

— Ejemplos:

- El dlgebra de Boole ((S), U, n) esun conjunto ordenado
con la relacion (p(S), ©).

- El dlgebra de Boole (D,,, v, A) esun conjunfo ordenado con
la relacion (D, /).

- El dlgebra de Boole (B™, v, A) es un conjunto ordenado con
la relacion (B™, <proq)



1.9. Isomorfismos de dlgebras de Boole

— Definiciéon : Dos dlgebras de Boole son isomorfas si son isomorfas como

conjuntos ordenados.

— Teorema: Si(4, v, A) esun dlgebra de Boole finita, entonces existe un
conjunto finito § talque A y $(S) sonisomorfas.

— Teorema: Si S es un conjunto finito con card(S) = n, entonces (S) y B™
son dalgebras de Boole isomorfas.

— Teorema: Si(4, v, A) esun dlgebra de Boole finita, entonces existe n € N
tals que card(A) = 2™.

1.10. Variables booleanas. Funciones booleanas

— Definicion: Una variable booleana es una variable que toma dos valores.
Ejemplos: {1,0} , {verdadero, falso}, {SI, NO},...

— Definicion: Una funcién booleana de n variables es una aplicaciéon

f:B™ — B.

Cualquier sucesion de 2™ ceros y unos es el conjunto de valores de una
funcion booleana.

Se pueden definir 2" funciones booleanas de n variables distintas.

— Definiciéon: Si f: B* — B, llamamos conjunto de verdad o conjunto de unos

de la funcién f, al conjunto S(f) = {(x, .., xy) € B™; f(x1, ..

— Tablas de verdad: representacion de una funcién booleana

LX) =1}

X1 X2 Xn f(xq, .00, %)
0 0 0 f(0,0,...,0)
0 0 ] f(o,o0,..,1)
0 1 0 f(@,1,...,x,)
1 0 0 f(@1,0,...,x,)
| 1 ] f(1,1,...,1)

1.11. Expresiones booleanas

— Definicion: Se define una expresion de Boole, o expresion booleana en las

n variables {xy, ..

.,X,} de forma recursiva:
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1. Xq,..,%, SOn expresiones de Boole.

2. Lossimbolos 1,0 son expresiones de Boole.

3. Si E; (Xq,..,%Xp), E; (X4,..,%,) son expresiones de Boole, entonces
E; (Xq, -, Xn) VE; (X1, 0, Xn). Eq (Xq, 0, Xn) AEy (Xq, e, %) . (Eq (Xq, e, Xp))’
son expresiones de Boole.

4. No existen expresiones de Boole que no puedan obtenerse por las reglas
anteriores.

— Propiedad: Si E (x4, ...,%,) €5 una expresion de Boole en n variables,
entonces define una funcidon booleana f (x4, ..., Xm) = E (X4, ..., Xp) €n'm
variables, conm = n. Se dice que E (x4, ...,X,) €S una expresion que representa
A f(Xq, ) Xm)-

— Teorema: Si fi:B"—> B y f,: B* > B son funciones booleanas, entonces
también son funciones booleanas:

-Lasuma: f=f1Vf;: B" > B talque f(x) = (f1V 2)(x) = fi(x) V f2(x)
-Elproducto: f=fi Af: B" > B, talque f(x) = (fi A f2)(x) = f1(x) A f>(x)
Ademds, los conjuntos de verdad son:

S(fi Vf2) =S(f1) US(fz) S(fi Afz) =S(f1) nS(f2)

— Propiedad: Si f:B™ - B esuna funcién booleana, entonces existe una
expresion booleana E (x4, ...,X,) que representaa f .

Para toda x = (x4, ...,x,) €ES(f) = {x €B™; f(x) =1}, se define el producto
elemental asociado a x, como

X;, SIL x;=

1
. aratodoi € {xq, ..., x
x;', six;=0 P b n}

Ey= Ex, N Ey, .. NEy , con E, ={
Entonces, una expresion de Boole que representa a f en forma de “suma de
productos elementales” es

E(f) = Vyes(r) Ex

1.12. Simplificaciéon de expresiones booleanas

Una funcidn booleana puede tener varias expresiones que la representen y lo
ideal es encontrar la mds simple de todas ellas.

La expresidn como suma de productos elementales no es la mds simple, en
general, pero si es el punto de partida de todos los métodos de
simplificacion.



Estos métodos se basan en la busqueda de pares de productos elementales
que difieran solamente en una variable.

— Definiciéon: Las expresiones de Boole E; (Xy,...,X5) Y E; (X4, ...,Xp) SON
equivalentes si representan la misma funcidn de Boole.

— Teorema:Si E (x4, ...,X,) €S una expresion de Boole enn variablesy z es
una variable, entonces las expresiones E (x4, ...,X,) Y
E* (X1, ., Xp,Z) = (z AE (x4, ...,Xn)) Y (Z’ A E (x4, ...,Xn))
son expresiones equivalentes como expresiones de n + 1 variables.

1.13. Mapas de Karnaugh
Dada una expresion de Boole de n variables, su mapa de Karnaugh es una

cuadricula formada por 2™ cuadrados, de tal forma que cada cuadrado
representa a un elemento x € B™.

Y 1Y Y Y Y Y
x| 1110 X 110 [ 111 ] 101 | 100
x' | 01|00 X' 010 | 011 | 001 | OO0
z' z Z Z'

Y
1100 | 1110 ] 1010 | 1000 | t’

1101 [ 1111 ] 1011 | 1001
0101 | 0111|0011 | 0001
0100 [ 0110|0010 | 0000 | t’
' yA z Z'

XX [X [X

En los cuadrados correspondientes a los elementos x € B™ tales que f(x) =1 se

escribe un 1,y en el resto un 0.

Para simplificar una expresidon booleana E se procede de la siguiente forma:

1. Se consideran todos los rectdngulos simples, del mayor tamano posible,

que recubran la zona de unos del mapa de Karnaugh, aunque se
solapen.

2. Se eliminan los rectdngulos simples que estén contenidos en la unidn de
otros, de forma que la zona de unos quede recubierta por el menor
numero de rectdngulos del mayor tamano posible.

3. Lasuma de las expresiones correspondientes a los rectdngulso que
guedan al final del proceso es una expresion simplificada de la
expresion original.



4. La expresion simplificada depende de las elecciones efectuadas en el
proceso, por lo que o es necesariamente Unica.

1.14. Método de Quine-McCluskey

El Método de Quine-McCluskey consiste en agrupar sistemdticamente
productos que difieren en una Unica variable, pero en vez de utilizar productos
elementales, se utilizan los elementos de S(f). El proceso es el siguiente:

1. Se forma una lista con los unos de la funcién S(f) , por blogues,
ordenados de mayor a menor segun el nUmero de unos que contienen.

2. Se compara cada elemento de cada bloque con todos los del blogue
inmediatamente inferior. Si dos elementos se diferencia en un Unico
digito, se les asigna el mismo indice. Se forma ofra lista reduciendo las
filas con el mismo indice, sustituyendo la variable que toma distinto valor
por un guion.

3. Serepite el paso 2 con la nueva lista y se continda este proceso. Finaliza
el proceso cuando las filas que quedan no son comparables, porque se
diferencian en mds de un digito.

4. Se consideran las filas no comparables entre si de todas las listas, es
decir, las que no tienen indice. Se recogen los resultados en ofra tabla
cuyas columnas sonlos x € B con f(x) = 1y cuyas filas son las
expresiones no comparables.

5. Se marcan las coincidencias entre filas y columnas, y se elige un Unico
elemento de cada columna con el siguiente criterio:

Primero se eligen aquellos para los que existe una Unica posibilidad.
Para los restantes se elige la menor cantidad posible de entre aquellos
con mayor cantidad de guiones.

Una fila es redundante si sus elementos estdn incluidos en las restantes
filas.

6. La expresion de Boole en forma de “suma de productos minima” es la
correspondiente a la suma de los productos elementales asociados a
las filas no redundantes, que dependerd de las elecciones hechas en el
proceso.



Hoja 1. Conjuntos (2016)

Describir por extensidn los conjuntos formados por los siguientes elementos:
a) Los numeros naturales impares menores de 11

b) Los numeros pares mayores que 10 y menores que 20

c) Los numeros primos menores de 15

Di si son verdaderas o falsas las siguientes expresiones
a) 6€ {2,4,56,9}

b) y € {o,pq x}

) x& {0,p,q,y}

Describe por extension los siguientes conjuntos
A = {nnatural; 15 < 3n < 30}
B ={nnatural; 7<n <12 y I aimpar tal que n = a + 5}

¢Cudles de los siguientes conjuntos son: vacios, finitos, infinitos?
a) A = vocales de la palabra 'conjunto’

b) B={1,3,57,9,..}

c) C={x€ N; x<15}

d D={x€e N; 5<x<5}

e) E={x € N; x esunnimero par}

f) F={x€e N; x > 15}

g) G={xe N; x= [x]}

Sean los conjuntos A ={1,2,3,4} , B=1{2,4,6,8}, C ={3,4,5,6}, subconjuntos del
conjunto total X = {1, 2,3,4,5,6,7,8,9}. Halla:
a) AUB b)AUE cBUC d)AnC e) AnNBNC fyAnB

Dado el conjunto A = {6, 2,8,4}, encuentra todos los subconjuntos de A que se puedan
construir con sus elementos.

. ¢Cudl es lainterseccion de los conjuntos {e, x,i t,o } y {t,r,i,u,n,f,0}?¢Y suunion?

Sombrea en los siguientes diagramasde Venn: a)ANBNC b) ANB)U(AnC)




9. Se consideran los conjuntos A = {a, b}, B = {2,3}, C = {3,4}. Calcula:
a) AX(BUC) b)(AXB)U(AXC) cJAX(BNC) d (AXB) n(AxC(C)

10. Sean los conjuntos A = {1,2,3}, B ={a, b}, C = {3,4}. Calcula AX B X C.
11. Dado el conjunto A = {1, 2, 3}, obtén el conjunto de las partes de 4, g(A).

12. Dados los conjuntos A = {1,2,3,4,5} y B =1{2,4,6,8},0btén A\B y B\ 4 .
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Hoja 2. Relaciones, aplicaciones, relaciones de equivalencia (2016)

Dados los conjuntos A =1{1,2,3,4} y B ={1,3,5}, ylarelacién R de A en B definida
poraRb & a < b, describe los pares de la relacion.

En el conjunto Z se define la relacién aRb siy sélo si a? = b? . Averigua si se trata de
una relacién de equivalencia en Z v, de ser cierto, encuentra la clase de equivalencia del
elemento 5, es decir [5].

Dados los conjuntos A =1{2,3,4,5} y B ={3,6,7,10} y la relacién de divisibilidad R de
A enB, aRb < 'a'dividea'b’ & besmiltiplo de a , describe los pares de la
relacion.

Sea el conjunto (S) de todos los subconjuntos de S = {a, b}, y la relacion R definida en
#(S) por ARB < |ANB| =1 . Averiguar si es una relacidn reflexiva, simétrica y/o
transitiva.

Estudiar si las relaciones en el conjunto A = {a, b, c}, dadas por las siguientes matrices,
son reflexivas, antisimétricas y transitivas.

0 0 1 0 1 1
M= (1 0 1 N=[0 0 1>
0 1 1 0 0 1
Dada la relacion definidaenZ por: aRb < a—b =5k, con k € Z, estudiar si es una

relacion reflexiva, simétrica y transitiva, y encontrar tres nimeros enteros no relacionados

entre si.

Halla el dominio y la imagen (o rango) de cada una de las siguientes relaciones:
a) R=1{(1,5),14,5),01,4),(4,6),(3,7),(7,6)} S N xN.

b) S definidaen N por xSy & 2x+y=16.

c) T definidaen N por xTy & 3x+y=25.

EnA ={a,b,c,d} se consideran las siguientes relaciones:

a) R={(a,b),(b,c),(c,d),(d, a)} c) S ={(d,c),(c,b),(ab),(d d)}
b) T ={(a,a),(b,a),(c,a),(d d)} d) R ={(b,a),(a,c),(d,d)}
Averigua cudles son aplicaciones y cuales no lo son.
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10.

11

12.

13.

14.

15.

16.

v |3

, Sl nes par

Demuestra que la funcién f: N — Z definida por f(n) =1 ,_;

- ,Si. n es impar

es una aplicacion.

Dado el conjunto A=1{1,2,3,45} y la relacion dada por
R ={(1,1),(1,3),(1,5),(2,2),(2,4),(3,1),(3,3),(3,5), (4.2), (4,4),(51), (53), (55},
obtén sus propiedades. ¢Es una relacion de equivalencia? En caso afirmativo, determina el
conjunto cociente.

.Sea el conjunto A ={a,b,c,d,e f}, y la particién dada por P = {{a,d,e},{c, f},{b}},

define una relacién de equivalencia, cuyo conjunto cociente coincida con P.

En el conjunto N X N se define la relacién (a,b)R (¢,d) & a-d = b - c. Averigua si es
una relacion de equivalencia, y en caso afirmativo, obtén la clase del elemento [(4, 8)].

En el conjunto N X N se define la relacién (a,b)R (c,d) < a +d = b + c. Averigua si
es una relacién de equivalencia, y en caso afirmativo, obtén la clase del elemento [(2,5)].

En R? se define la relacién (x,y) R(z,t) © x-y =2z-t. Comprueba que es una
relacidon de equivalencia, y obtén el conjunto cociente.

En Z se define la relacién x R y < x? —y? = x —y. Comprueba que es una relacién de
equivalencia, y obtén el conjunto cociente.

En R? se define la relacién (x,y) R (z,t) © x+t =y + z. Comprueba que es una
relacion de equivalencia, y obtén el conjunto cociente.

12



Hoja 3. Relaciones de Orden. Reticulos (2016)

1.En el conjunto (R — {0}) X R se define la relacion
t
(x,Y)R(z,t) & x<z , y_=!
X z

a) Demuestra que es una relacion de orden y estudia si es un orden total.
b) Representa el conjunto de los puntos comparables con el elemento (1,1).

2. Determina el orden lexicografico de las siguientes cadenas de bits: 001, 111, 010, 011,
000,100 basado en el orden 0 < 1. Dibuja el diagrama de Hasse de estas cadenas, con el
orden producto.

3. Sean (4,R) y (B,S) dos conjuntos ordenados, con A = {1,2,3,4} vy B = {a, b}
R ={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(2,2),(24), (3,3),(3/4), (4,4}

S={(a,a),(ab), (bb)}
Halla (A X B,Prod) y (A X B,Lex)

4. Sean (4,R) y (B,S) dos conjuntos ordenados, con A = {1,2,3} y B = {a, b}
R ={(1,1),(1,2),(1,3),(2,2),(2,3),(3,3)}
S ={(a,a),(ab), (b b)}
Halla (A X B,Prod) y (A X B,Lex)
5. Sea S ={1,2,3,4}. Respecto al orden lexicografico basado en el orden usual " <",
a) Encuentra todos los paresen S X S anteriores a (2,3).
b) Encuentra todos los pares en S X S posteriores a (3,1).
c) Dibuja el diagrama de Hasse de (S X S, <[¢x) -

6. ¢Es un reticulo distributivo el definido por el siguiente diagrama de Hasse?

7. Halla los elementos maximales, minimales, maximo y minimo (si los hay) para los
siguientes conjuntos con el orden dado por el diagrama de Hasse:
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a) b)

a b
b c c
d € d e
c) d)
a a b
b C
q e C d e
f

8. Halla cotas superiores, cotas inferiores, supremo e infimo (si los hay) del conjunto B en
cada uno de los siguientes casos:

b)

B ={c,d, e} B ={4,5,6} B =1{2,3,4}

9. Representa el diagrama de Hasse de los siguientes conjuntos ordenados, y halla los
elementos notables de los subconjuntos sefialados:
a) (Dgo, /), A=1{2,56,10,12,30} y B =1{2,3,6,10,15,30}
b) (Dsg, /), A=1{2,4,6,12} y B ={3,6,8,16}
c) (Dyo, /), A=1{4,510}y B =1{24,8,20}

10. Representa el diagrama de Hasse del conjunto ordenado (Di4g, /). Si A =1{4,6,12} ,
halla los elementos maximales de A, y las cotas superiores e inferiores, el supremo, el
infimo, el maximo y el minimo de A en D;45 .

11. Sea D, el conjunto de todos los divisores de 72,y / la relacién de divisibilidad a/b siy
sélosi ‘a dividea b’.
a) Dibuja el diagrama de Hasse del conjunto ordenado (D;,, /).
b) Sea B = {9,12,36} . Encuentra cotas superiores, inferiores, supremo,
infimo, maximales, minimales, maximo y minimo, si existen, en B.
c) Encuentra, si existe, el complementario de 9y el de 18 en (D5, /).
d) Razonasi (D;,, /) esun algebra de Boole.
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Halla, si los hay, los elementos maximales, minimales, maximo y minimo para los
siguientes conjuntos ordenados:  (P(X), <) ; ((0,1), =); (N, /) ; (N—{1}, /).

En cada uno de los casos siguientes sefiala si el conjunto X tiene o no una cota inferior, y si
tiene alguna halla su infimo si existe.

a) X={x€Z; x* <16}

b) X={x€Z; x=2y paraalgin y € Z}

c) X={x€Z; x* <100x}

En (N, /)x (N, /) se considera el orden lexicografico. Determina, si existen, las
cotas superiores, cotas inferiores, supremo e infimo del conjunto A4 = {(2,1), (3,4)} .

En R? se considera la relacién de orden (x,y) < (x’,y") © x <x'e y <y'. Halla los
elementos maximales y minimales, supremo e infimo de C = {(x,y); x? +y? = 1}.

Se considera en D,g X N el orden lexicografico correspondiente a tomar el orden
divisibilidad en el primer factor y el orden usual en el segundo factor. Sea

S =1{(2,2),(02,3),(3,2),(6,3),(6,1),(4,2)}. Halla , si existen, las cotas superiores e
inferiores, elementos maximales y minimales, maximo, minimo, supremo e infimo de S.

Dado el orden parcial del siguiente diagrama de Hasse, obtén un orden total que lo
contenga. ¢Cudntos pueden obtenerse?

SeaT ={a,b,c,d,e, f,g} la lista de tareas para realizar un trabajo, de las que se sabe
gue unas preceden a otras de la siguiente forma:

f<a f<d e<b c<f, e<c, b<f, e<g, g=f
Halla el orden parcial. ¢Qué tareas pueden realizarse independientemente? Construye un
orden si el trabajo lo realizad sélo una persona.

En (Dyy, /)X (D5, /) se considera el orden lexicogréfico. Halla las cotas superiores,
cotas inferiores, supremo e infimo, si existen, del subconjunto S = {(2,2), (2, 3)}. Dibuja
el diagrama de Hasse.

Se define la aplicacion f: D;y X D;g — Dygo por f(a,b) = ab. éEs f inyectiva? ¢Es
f suprayectiva?
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20.

21.

22.

23

24,

25.

26.

Estudia cudles de los siguientes conjuntos ordenados son reticulos.
a) b) c)

Obtén los diagramas de Hasse de todos los reticulos, salvo isomorfismos, de uno, dos, tres,
cuatro y cinco elementos.

Sea F(N) la coleccién de todos los subconjuntos finitos de N. ¢Tiene (F(N), €) algin
elemento maximal? ¢Tiene algliin elemento minimal? ¢Es (F(N), €) un reticulo?

.Sea E(N) la coleccidn de todos los subconjuntos finitos de N que tienen un ndmero par

de elementos. En (E(N), €) se consideran los elementos A ={1,2}, B ={1,3}.
Encontrar cuatro cotas superiores para {4, B}. ¢Tiene {A, B} supremo en (E(N), S)? ¢Es
(E(N), ©) unreticulo?

Estudia si en el siguiente reticulo se verifica laigualdad aV (bAc) =(aVb)A(aVc).

1

o0
Encuentra el complementario de cada elemento en (D4, /), (Ds4s, /) ¥ (D1gs, /) -
éSon algebras de Boole estos reticulos?

Se considera el conjunto A = {2,3,4,6,12,15,24,90,180,360} y la relacién de orden de

divisibilidad.

a) Representa el diagrama de Hasse del conjunto ordenado (4, /).

b) éEs (4, /) un reticulo?

c) Obtén, si existen, las cotas inferiores, cotas superiores, infimo, supremo, minimo,
maximo, elementos minimales y maximales del subconjunto B = {2, 3,4, 6,12,180}.
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Hoja 4. Algebras de Boole. Expresiones booleanas.

. Demuestra que en un dlgebra de Boole se verifican las siguientes propiedades:
a) as<bhb & b <d

b) Sia<b,entonces aV(bAc)=bA(aVc)

c) Sia<b<c ,entonces (aAb)V(aAbAc)V(bAc)V(aAc)=Db
d a<b & aAb'=0 © advb=1

. Construye un isomorfismo entre ( %{1,2,3,4}, €) y (B™,<™), para algin n.

. Sea (4, <) un algebra de Boole ¢Cuantos elementos minimales tiene A — {0}, si
A es un dlgebra de Boole de 8 elementos? ¢Y si A tiene 16 elementos?

. Halla la tabla de verdad de la funcién f:B? — B definida por la expresién
E(x,y) = (xAy)V(yA(x' Vy)).

. Determina S(f) para las funciones f: B3 — B definidas por:
a) flx,y,2)=xAy b)f(x,y,z) =2 o) fl,y,2) =(xAy)vZ

. Determina todas las funciones booleanas binarias que cumplen:

f@@,b) = f(a,b") = (f(a, b))’

. Escribe las expresiones booleanas que definen los siguientes mapas de Karnaugh:

Y Y Y Y Y Y Y Y Y ¥V Y Y
7 7z z v 7 z z 7 7 z z 7
y vy VY y vy VY Y y vy VY Y
X t’ X t X t
X t X t X t
X' t X t X t
X' t X t X t
7z z2 7 7z z2 7 7z z 7

. Se considera el conjunto
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a)
S(f) =
{(1,1,0,0), (1,1,1,1),(1,0,1,1),(1,0,0,0), (0,0,0,1), (0,1,0,0), (0,0,0,0), (0,1,0,1)}
b) S(f) =
{(OJOJOJl)J (0,0,1,0), (OP1POPO)P (0)1)0)1)l (0)1)1)1)' (0111110)1 (1'1'0'0)I (1111171)7 (1I0I1I0)}

Simplifica la expresion booleana de la funcién f que toma valor 1 en el conjunto
S(f) y 0 en el resto, mediante el mapa de Karnaugh.

9. Completa los huecos de la tabla teniendo en cuenta que la expresidn que se desea
obtener ha de ser lo mds sencilla posible. Determina esa expresién y dibuja el mapa
de Karnaugh correspondiente.

X y z flxy,2)
0 0 0 1

0 0 1 0

0 1 0 1

0 1 1 1

1 0 0

1 0 1

1 1 0 1

1 1 1

10. Dada la funcién booleana f:B* — B
fl,y,2,t) =xyzt + xy'zt + xyzt' + xy'zt' + x'y'z't' + x'yz't' + x'y'z't +
x'yz't,
demuestraque f(x,y,zt) =xz+ x'zZ'
a) Utilizando las propiedades de un Algebra de Boole.
b) Utilizando los mapas de Karnaugh.

11. Simplifica al maximo las siguientes expresiones booleanas:
a) (X'+y)+y'z b) (x'y) (x" + xyz") c) x(xy'+ x'y+vy'z)
d) (x+y)'(xy") e) y(x +yz)’ ) x+y'2)(y+2)

12. Utilizando el algoritmo de Quine-McCluskey, halla la expresién booleana minima
de la funcién f:B> — B tal que
S(f) = {{(1,1,1,1,1), (1,1,1,0,1),(1,1,0,1,1),(1,0,1,1,1),
(1,0,1,0,1),(1,0,0,1,1),(1,1,0,0,1), (1,0,0,0,1)}

13. Simplifica las expresiones booleanas siguientes por el algoritmode Quine-
McCluskey:
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14.

15.

16.

17.

18.

a) E(x,y,z,t) =xyzt + xyz't + xy'zt + xy'z't + x'yzt + x'y'zt + xyzt' +
x'yzt' + x'yz't’

b) E(x,y,2,t) = xyzt + xy'zt + xyz't + xyzt' + x'y'zt + x'yz't + x'yzt +
x'yzt'

c) E(x,y,zt) =xyzt + xy'zt + xyzt' + xy'zt' + x'y'z't' + x'yz't' + x'y't +
x'yz't + x'y'zt

d) E(x,y,z,t) =xyzt' + xy'zt + xy'zt' + x'yzt + x'yz't + x'y'zt + x'y'z't

Halla una expresion booleana minima, en forma de suma de productos, para la
funcién booleana cuyo conjunto de verdad es:
a) S(f) ={(01011),(01111),(01001),(01101),(00111),(11010), (11110),
(01010),(01110),(00110)}
b) S(f) ={(10001),(01101),(10010),(11101),(01111),(10111), (10011),
(11111),(10000),(01010)}
c) S(f) ={(0001),(0011),(0110),(0111),(1001),(1010), (1011),
(1101),(1111)}
d) S(f) ={(01111),(01011),(11111),(11011),(10011),(10001), (10010),
(10000)}
e) (f) ={(0000),(0001),(0010),(0110),(1000),(1001),(1010),(1011),
(1110),(1111)}

Encuentra la expresion mas sencilla que detecte dentro del conjunto
{0,1,2,...,15} los numeros de los siguientes conjuntos:

A = {miltiplos de dos} B = {miltiplos de tres}
C = {multiplos de cuatro} D = {nimeros primos}

Define una expresién booleana que compare, segun el orden <, cada dos numeros
del conjunto {0, 1, 2, 3}.

Se considera un ascensor dotado de un dispositivo de seguridad para que no
puedan viajar nifios pequefios solos, ni pesos excesivos. Queremos que el ascensor
se ponga en marcha cuando esté vacio o con pesos entre 25 y 300 kilos. Dotamos
al ascensor de tres sensores: A sensible a cualquier peso, B sensible a pesos
mayores de 25 kilos y C sensible a pesos superiores a 300 kilos. Disefa el circuito
mas sencillo posible que cumpla dichas condiciones.

Halla una expresién booleana minima, en forma de suma de productos, para la
funcién booleana que toma

- valor 1 en el conjunto numérico C = {1,3,5,6,7,12,13,14,15} y

- valor 0 en el conjunto numérico C' ={0,2,4,8,9,10,11}
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19.

20.

21.

22.

Un examen de tipo test consta de 5 preguntas. Las respuestas correctas son:
12: 8] 22: NO 3a: §| 42. §| 52: NO

Construye una expresion booleana que analice cada examen y distinga los
aprobados de los suspensos. Se considera aprobado si al menos tres respuestas
son correctas.

El consejo de administraciéon de una empresa estd compuesto por cinco miembros,
{m,;, m,, my, m, ,ms }. Se somete a votacion la aprobacién de un proyecto. La
votacion es secreta y nadie puede abstenerse. Suponiendo que nadie vota en
blanco, obtener una expresion booleana E, en forma de suma de productos de las
variables binarias x; (tales que x; toma el valor 1 cuando m; votaSl, y 0 en
caso contrario), que tome el valor 1 cuando se aprueba el proyecto con al menos
tres votos favorables de los miembros. Simplifica la expresion E.

Una barrera de paso a nivel depende de un semaforo que muestra uno de los tres
colores (verde, rojo, naranja) y una sefial luminosa de color blanco. La barrera se
cierra para no dejarnos pasar si el semaforo estd en rojo o simultdneamente el
semaforo esta en naranja y la sefial blanca activada. Encuentra, mediante un mapa
de Karnaugh la expresion booleana mas simple, en forma de suma de productos,
gue representa la apertura de dicha barrera.

La aparicion de una cifra decimal en el visor de una calculadora se produce
mediante un circuito con cuatro entradas, que se corresponden con el cédigo
binario del digito y siete salidas {f;/i=1,..,7}, que se presentan como
pequeiios segmentos, iluminados o no en el visor, segln el siguiente esquema:

fa
fe ‘ f,
f5 f3
fa

a) Traza la tabla de verdad de cada una de las funciones booleanas f;: B* - B
gue represente este fenémeno binario.
b) Encuentra expresiones minimas en forma de suma de productos para f; y f,.
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23.

24,

25.

26.

Para evitar errores de transmisién en ciertos mensajes codificados, es frecuente
afiadir un bit, llamado de control, a un bloque de bits. Asi, por ejemplo, en la
representacion de cifras decimales mediante un cédigo binario,

0 serepresenta como asaza,a;c = 00001

1 serepresenta como asaza,a;c = 00010

2 serepresenta como azasza,a,c = 00100

3 serepresenta como asaza,a,c = 00111

El bit de paridad ¢ vale 1 si el numero de unos del bloque es par y vale 0 en
caso contrario. Define una expresidn para ¢ que verifique lo anterior para los
digitos del 0 al 9, de manera que sea lo mas simplificada posible en la forma suma
de productos.

Cuatro personas X, Y, Z, T, cuyos votos valen respectivamente, 1, 4, 6 y 9 puntos,
votan sobre distintos proyectos. Ninguna de las cuatro personas se abstiene, ni
vota en blanco o nulo.

Se denotan por x, y, z, t, las variables que toman el valor 1 cuando las personas X,

Y, Zy T, respectivamente, votan a favor del proyecto y toman el valor 0 cuando

votan en contra del mismo.

a) Obtener una expresion booleana para la funciéon f(x,y,z,t) que toma el
valor 1 cuando el proyecto es aceptado con mayoria absoluta de puntos (al
menos 11 puntos) y 0 en caso contrario.

b) Simplificar la expresién anterior en forma de “suma de productos”.

Un circuito eléctrico que consta de tres interruptores A, By C y de una ldampara

L(A,B,C) cumple las siguientes condiciones:

1. Lseenciende si Ay Cestan cerrados o si By C estan cerrados.

2. L se apaga si estdan A y C abiertos y B cerrado, si estan A cerradoy By C
abiertos o si estan Ay B cerrados y C abierto.

Obtener una expresion booleana para la lampara L(A,B,C), en forma de suma de

productos minima, que verifique las condiciones anteriores.

Una asamblea de 36 personas es convocada a votar para aceptar o rechazar

distintas propuestas. La asamblea esta dividida en cuatro grupos X, Y, Z, T, que

cuentan con 5, 8, 10 y 13 miembros, respectivamente. A cada propuesta, todos los

miembros de un grupo votan en el mismo sentido y nunca un grupo se abstiene.

Las propuestas se acedptan si y sélo si alcanzan la mayoria absoluta.

a) Determine la tabla de verdad de la funcién f(x,y,z,t) que toma valor 1 sise
aprueba una propuesta y O si se rechaza.

b) Determine una expresidon booleana para f(x,y,z,t) en forma de suma de
productos minima.
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27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

Definir una expresién booleana minima, en forma de suma de productos, para la
funcion f que a cada numero de 0 a 15 le hace corresponder el valor cero si el
numero es menor que 5y el valor uno si el nimero es mayor o igual que 5.

Halla una expresion booleana minima, en forma de suma de productos, para la
funcién booleana que toma el valor 1 en el subconjunto de los nimeros que no
son primos del conjunto € = {0,1, 2, ..., 15}.

Define una expresion booleana qgue distinga los ndmeros
{0,1,3,4,7,8,9,10,11,15} dentro del conjunto C ={0,1,2,...,15}.

Encuentra la expresion mas sencilla que detecte dentro del conjunto
{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} los nimeros del conjunto {0, 3,4,5, 7, 8,9}.

Sea la funcién booleana f: B* - B talque f(x,y,z,t) =1 si (x,y,zt) difiere
de (0,1,0,0) dos digitos como maximo vy f(x,y,z,t) =0 en otro caso.
Encuentra una expresidon minima, en forma de suma de productos para f .

El consejo de administracion de una empresa se relne para votar unas
propuestas. El peso del voto de cada uno de los miembros es proporcional al
porcentaje de acciones que representa. Utilizando el algoritmo de Quine-
McCluskey, define una expresién booleana minima que apruebe la propuesta
cuando en la votacién se produce mayoria absoluta. (La representacion de los
miembros del consejo es: A 35%, B28%, C21% yD 16%).

Construye una funciéon booleana que calcule el tercer digito del resultado, en
binario y leyendo de derecha a izquierda, de multiplicar por 5 un nimero de 0 a
9. Encuentra una expresion minima, en forma de suma de productos, para esta
funcion.

Una empresa quimica consta de una planta de produccion donde se elaboran los
productos diferentes {P;, P,, Ps, Py, Ps, P, P;, Pg }. La direccion de la empres desea
abrir una nueva planta de produccion de pequeiio tamafio en la que se fabriquen
s6lo algunos de los productos. Considerando que los productos P;, P; deben
elaborarse conjuntamente, los productos Ps,Ps, Pg deben elaborarse
conjuntamente, los productos P,, P, deben elaborarse conjuntamente y que los
beneficios previstos por la elaboracidén de cada uno de los productos, son los que
se presentan en la siguiente tabla:

Producto | P, P, Py P, P P P, Pg

Beneficio 6 4 2 2 4 2 3 3
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Disefiar una estrategia para obtener un beneficio de, al menos, 15 unidades,
construyendo una funcion booleana que represente el problema, definida por su
expresion.
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